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耗散粒子动力学中实现滑移边界条件的数值方法
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摘要：流体在固体表面的速度滑移对宏观流动的影响通常可以忽略，但在研究微尺度流动时，滑移速度可能对流动

产生较大的影响．因此在研究微尺度流动时，需要考虑流动在边界上的滑移．耗散粒子动力学方法是模拟介观尺度
下流体的动力学行为的计算方法，目前该方法一般使用无滑移的边界条件．提出一种在耗散粒子动力学中实现滑移
边界条件的数值方法，得到了和Ｎａｖｉｅｒ滑移边界条件的Ｐｏｉｓｅｕｉｌｌｅ流精确解吻合的速度剖面．
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　　在宏观尺度下，人们通常认为粘性流体在固壁
处满足无滑移边界条件，即流体在壁面上的速度与

固壁的速度相等，但在微观领域无滑移边界已经被

实验证实是不准确的．事实上，１７３８年 Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ首
次提出流体流动的无滑移边界条件并不是基于物理

定律，而是基于实验经验的一个假设．１８２３年，
Ｎａｖｉｅｒ认为流体在固体表面上可以存在滑移，并提
出了线性滑移边界条件的假设，指出在固壁边界上

流体的切向速度分量与该处的切应力成正比，即

ｕ＝β（ｄｕ／ｄｙ），其中 β为滑移长度或滑移系数．当
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β＝０时，就成为无滑移边界条件；如果β为一个有限
值，则在固壁处流体存在速度滑移．

在很长的一段时间内，对于选取什么样的边界

条件一直存在很大的争议．由于以前的实验观测技
术很难检测出流体在固壁上是否产生了滑移，并且

大量的宏观实验证实基于无滑移边界条件得到的流

场是足够准确的．因此，该边界条件被广泛应用在工
程实践中．

近年来，随着实验技术的进步，一些实验已经可

以测量出流体在固体表面流动时的滑移［１］．
Ｗａｔａｎａｂｅ等［２］用热膜测速确认流体在流经疏水管

道时，在壁面上产生了滑移，得到的速度剖面和

Ｎａｖｉｅｒ的滑移边界条件下的速度剖面吻合．随后，又
有很多工作研究流动在壁面上发生滑移的问题［３７］．
目前，人们普遍承认边界滑移确实存在，滑移长度在

几十纳米到几微米之间．
考虑两无限大平板间的 Ｓｔｏｋｅｓ流动，若流体在

固壁上满足Ｎａｖｉｅｒ提出的线性滑移边界条件假设，
可以得到这种流动的解析解

ｕ＝ｄ
２

８ν－
ｄｐ
ｄ( )ｘ １－ ２ｙ( )ｄ

２
＋４β( )ｄ ， （１）

式中，ν为流体的运动学粘性，ｄｐｄｘ为压力梯度，ｄ为平

板间的距离，β为滑移长度，（１－（２ｙ／ｄ）２）为无滑移
边界条件下 Ｓｔｏｋｅｓ流的精确解，４β／ｄ为线性滑移边
界条件产生的影响，它的大小取决于滑移长度 β与
平板间距ｄ的比值．当 ｄ为宏观尺度时，β／ｄ很小，
因此滑移的影响可以被忽略．随着平板间距 ｄ的减
小，滑移的影响将会越来越大．如果ｄ的尺度在微米
甚至纳米量级的时候，滑移对流动产生的影响将不

能被忽略．因此，对微流体器件中的流动来说，滑移
速度可能是非常重要的．

耗散粒子动力学（ｄｉｓｓｉｐａｔｉｖｅｐａｒｔｉｃｌｅｄｙｎａｍｉｃｓ，
ＤＰＤ）是一种研究介观尺度流动问题的重要模拟方
法．目前耗散粒子动力学在构造固壁边界时，通常将
固壁处理为无滑移的边界，这对研究某些有滑移的

流动造成一些困难．本工作提出一种在耗散粒子动
力学中实现滑移边界条件的数值方法，用来模拟具

有滑移边界条件的微流动．

１　耗散粒子动力学方法
最早的介观方法是格子气自动机（ｌａｔｔｉｃｅｇａｓ

ａｕｔｏｍａｔａ，ＬＧＡ）方法．格子气自动机的基本思想是把

计算区域分成许多均匀的网格，而那些只有质量无

体积的粒子只能在网格点上存在，并沿着网格线在

网格间运动．当某一个粒子从某一网格点到邻近的
网格点时，有可能与从其他网格点到达该点的粒子

相碰撞，碰撞满足质量、动量守恒等规则．根据碰撞
规则，粒子碰撞后再散射出去，演化为新的运动粒子

流向各节点的邻居，形成格子气自动机．然而，由于
人为网格的引入，使得ＬＧＡ方法出现了两个基本的
缺陷，即各向同性和伽利略不变性都被破坏．
１９９２年，Ｈｏｏｇｅｒｂｒｕｇｇｅ和 Ｋｏｅｌｍａｎ［８］为了消除

ＬＧＡ方法中的人工网格，将 ＬＧＡ和分子动力学
（ｍｏｌｅｃｕｌａｒｄｙｎａｍｉｃｓ，ＭＤ）方法结合起来，提出了一
种无网格的介观方法．该方法既保留了 ＭＤ中的无
网格优势，也采用了 ＬＧＡ中较大的时间步长，称之
为耗散粒子动力学方法．算法中粒子采用 ＭＤ一样
的拉格朗日坐标描述，粒子运动满足牛顿运动方程，

其运动方程中粒子之间的作用既包括颗粒间的有势

作用力，也考虑了类似于布朗动力学（Ｂｒｏｗｎｉａｎ
ｄｙｎａｍｉｃｓ，ＢＤ）中的随机力和耗散力．
１．１　耗散粒子动力学的理论模型

一个ＤＰＤ颗粒以它所在的空间位置 ｒｉ、速度 ｖｉ
和颗粒质量ｍｉ来标识．若将 ＤＰＤ颗粒的质量 ｍｉ选
取为无量纲质量，即 ｍｉ≡ｍ≡１，粒子运动满足牛顿
运动方程

ｄｒｉ
ｄｔ＝ｖｉ，

ｄｖｉ
ｄｔ＝Ｆｉ＋Ｆ

ｅ， （２）

式中，ｔ为时间，Ｆｉ为粒子 ｉ受到其他粒子作用的合
力，Ｆｅ为粒子 ｉ受到来自外部力场的作用．若将 Ｆｉ
分为有势力、耗散力和随机力 ３种不同类型的作
用，则

Ｆｉ＝∑
ｉ≠ｊ
（ＦＣｉｊ＋Ｆ

Ｄ
ｉｊ＋Ｆ

Ｒ
ｉｊ）， （３）

式中，ＦＣｉｊ为保守力（来源于第 ｊ个粒子对粒子 ｉ的作
用势），ＦＤｉｊ为耗散力，Ｆ

Ｒ
ｉｊ为随机力．所有的力都成对

出现，这样保证了系统的动量守恒，并且在截断半径

ｒｃ之外这些力均为０．
模型粒子之间的有势力用一种软排斥力来描

述［９］，

ＦＣｉｊ＝
ａｉｊ（１－ｒｉｊ）ｅｉｊ， ｒｉｊ≤１；

０， ｒｉｊ＞１{ ，
（４）

式中，ａｉｊ为排斥力参数，它的值等于粒子 ｉ与粒子 ｊ
之间最大的排斥力；ｒｉｊ为粒子 ｉ与粒子 ｊ之间的位
移；ｅｉｊ为ｒｉｊ的单位矢量，即ｅｉｊ＝ｒｉｊ／｜ｒｉｊ｜，ｒｉｊ＝ｒｉ－ｒｊ．

９２６
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随机力和耗散力分别为［９］

ＦＤｉｊ＝－γω
Ｄ（ｒｉｊ）（ｅｉｊ·ｖｉｊ）ｅｉｊ，

ＦＲｉｊ＝σω
Ｒ（ｒｉｊ）θｉｊｅｉｊ， （５）

式中，ｖｉｊ＝ｖｉ－ｖｊ，ｅｉｊ为ｒｉｊ的单位矢量，γ为耗散幅值，
σ为随机力幅值，ωＤ和 ωＲ为与相对位置有关的权
重函数，θｉｊ为高斯白噪声项，满足 θｉｊ＝θｊｉ，且满足统
计学特性

〈θｉｊ（ｔ）〉＝０，

〈θｉｊ（ｔ）θｋｌ（ｔ′）〉＝（δｉｋδｊｌ＋δｉｌδｊｋ）δ（ｔ－ｔ′）
{ ．

（６）

　　Ｅｓｐａｎｏｌ和Ｗａｒｒｅｎ［１０］提出耗散力和随机力中的
权函数必须满足耗散涨落定理，从而奠定了 ＤＰＤ模
拟方法的基础．根据耗散涨落定理，耗散力和随机力
必须满足［１０］

ωＤ（ｒ）＝［ωＲ（ｒ）］２，σ２ ＝２γｋＢＴ． （７）
一般权函数选取为与有势力类似的表达式：

ωＤ（ｒ）＝（ωＲ（ｒ））２＝
（１－ｒ／ｒｃ）

２， ｒ≤ｒｃ；

０， ｒ＞ｒｃ{ ．
　 （８）

对于液态水，Ｇｒｏｏｔ和 Ｗａｒｒｅｎ［９］推荐 ａｉｊ＝７５ｋＢＴ／ρ，
σ＝３，其中ρ为ＤＰＤ粒子数密度．
１．２　数值积分方法

最初的ＤＰＤ模拟算法是基于欧拉算法，即
ｒｉ（ｔ＋Δｔ）＝ｒｉ（ｔ）＋Δｔｖｉ（ｔ），

ｖｉ（ｔ＋Δｔ）＝ｖｉ（ｔ）＋Δｔｆｉ（ｔ），

ｆｉ（ｔ＋Δｔ）＝ｆｉ（ｒ（ｔ＋Δｔ），ｖｉ（ｔ＋Δｔ））． （９）
由于该算法精度较差，Ｇｒｏｏｔ等人［９］提出了一种修正

的ＶｅｌｏｃｉｔｙＶｅｒｌｅｔ格式，

ｒｉ（ｔ＋Δｔ）＝ｒｉ（ｔ）＋Δｔｖｉ（ｔ）＋
１
２（Δｔ）

２ｆｉ（ｔ），

珓ｖｉ（ｔ＋Δｔ）＝ｖｉ（ｔ）＋λΔｔｆｉ（ｔ），

ｆｉ（ｔ＋Δｔ）＝ｆｉ（ｒ（ｔ＋Δｔ），珓ｖｉ（ｔ＋Δｔ）），　　　（１０）

ｖｉ（ｔ＋Δｔ）＝ｖｉ（ｔ）＋
１
２Δｔ（ｆｉ（ｔ）＋ｆｉ（ｔ＋Δｔ））．

这使得计算效率和精度有了较大的改进．目前绝大
多数 ＤＰＤ模拟中都采用了这种修正的 Ｖｅｌｏｃｉｔｙ
Ｖｅｒｌｅｔ算法．式（１０）中，λ和Δｔ分别为松弛因子和时
间步长．本工作取λ＝０．６５，Δｔ＝０．０１．
１．３　边界条件

目前主要有两种方法可以在 ＤＰＤ模型中得到
固壁．第一种是 Ｒｅｖｅｎｇａ等［１１］提出的冻结一部分流

体粒子形成固壁．这些粒子除了不可以移动外，具有
和流体粒子一样的性质，可以和流体粒子相互作用．
由于ＤＰＤ方法中粒子之间的排斥力为软作用，冻结

粒子产生的固壁，不能够防止流体粒子的穿透．如果
流体粒子穿透了固壁，可以有以下几种方式将流体

粒子反射回计算区域，如图１所示．

图１　将穿透固壁的流体粒子返回计算域的方法
Ｆｉｇ．１　Ｔｈｒｅｅｍｅｔｈｏｄｓｔｏｒｅｆｌｅｃｔｐａｒｔｉｃｌｅｓｂａｃｋｉｎｔｏ

ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｄｏｍａｉｎａｆｔｅｒｗａｌｌｐｅｎｅｔｒａｔｉｏｎ

　　图１中，镜面映像将粒子返回计算域后，保持平
行于壁面的速度分量不变，而垂直壁面的速度分量

反向；Ｍａｘｗｅｌｌｉａｎ映像得到的粒子速度满足以壁面
速度 Ｖｗａｌｌ为中心的 Ｍａｘｗｅｌｌｉａｎ分布；反弹映像
（Ｂｏｕｎｃｅｂａｃｋｒｅｆｌｅｃｔｉｏｎ）将平行壁面的速度分量和
垂直于壁面的速度分量都反向．

Ｒｅｖｅｎｇａ等［１１］研究了以上三种映射方式，发现在

热扰动相对较小的情况下，只有第三种方式能得到无

滑移的边界条件，而采用镜面映像和Ｍａｘｗｅｌｌｉａｎ映像
方式的流动在固壁边界上存在滑移．

第二种办法是Ｗｉｌｌｅｍｓｅｎ等［１２］提出的一种附加

层（ｅｘｔｒａｌａｙｅｒ）的办法．他们将所有与壁面距离小于
截断长度ｒｃ的流体粒子，都以镜像的方法，附加在计
算域之外．这些附加的粒子与母粒子的速度相反，能
够得到无滑移边界条件．这种方法得到的是一种虚
拟的固壁，其缺点是在固壁附近，流体粒子的数密度

有较大的波动，并且目前只适用于平面的固壁边界，

对于曲面边界的处理尚有困难．
目前，ＤＰＤ模拟中普遍使用 Ｒｅｖｅｎｇａ等［１１］提出

的冻结粒子法得到固壁边界，并使用反弹映射方式

处理流体粒子穿透固壁的问题．Ｄｕｏｎｇ等［１３］采用冻
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结粒子法，改变固壁粒子的结构，使冻结的两层粒子

水平位置相错，使用反弹映射，并通过控制这两层粒

子与固壁间的距离得到无滑移边界条件．Ｐｉｖｋｉｎ
等［１４］通过改变流体粒子与固壁粒子间的有势排斥

力，也可以得到无滑移的边界条件．但是在 ＤＰＤ模
拟介观流动中，如何合理和简便地给出滑移边界条

件是尚待研究的问题．在以往的 ＤＰＤ模拟中，被冻
结的固壁粒子具有和流体粒子一样的耗散力幅值

γ．本工作通过考虑流体粒子固壁粒子间的耗散力
幅值γｆｗ与流体粒子流体粒子间的耗散力幅值γｆｆ不
同，即考虑固壁的材料不同于流体材料，得到一种实

现滑移边界条件的方法．

２　ＤＰＤ模拟
考虑无限长平板间的 Ｐｏｉｓｅｕｉｌｌｅ流动（见图２），

上下边界为固壁边界，采用反弹映射方式处理粒子

穿透固壁问题，左右边界为周期性边界条件．固壁粒
子数密度和流体粒子数密度均为 ρ＝３，有４２００个
流体粒子分布在４０．４１×３４．６４的计算域中，固壁粒
子数为２８０．流体粒子受到沿ｘ轴正向的一个体力作
用，ｇ＝０．０１，相当于流体受到沿 ｘ轴方向，大小为
Ｆｅ＝ｇ·Δｘ的一个驱动力．ＤＰＤ计算中的参数采用
Ｇｒｏｏｔ等［９］推荐的参数：ｋＢＴ＝１．０，粒子间的保守力
幅值ａｉｊ＝２５，流体粒子固体粒子间的耗散力幅值为
γｆｗ，流体粒子流体粒子间的耗散力幅值为 γｆｆ，随机
力幅值σ由方程（７）得到．

图２　 ＤＰＤ模拟的模型
Ｆｉｇ．２　ＭｏｄｅｌｏｆＤＰＤｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ

　　Ｇｒｏｏｔ等［９］给出一种估算流体运动学粘性近似

值的方法，

ν≈
４５ｋＢＴ
４πγｆｆρｒ

３
ｃ
＋
２πγｆｆρｒ

５
ｃ

１５７５． （１１）

　　由以上计算参数可以得到流体的运动学粘度近
似值为０．３１９１．本工作将计算域在ｙ方向划分为１００

个子区域，并将达到稳定态的计算结果在这些子区域

中经过时间平均，以得到流场的速度分布情况．
Ｐｉｖｋｉｎ等［１４］通过增加固壁粒子的保守力系数

ａｗ或固壁粒子的数密度 ρｗ，得到了有滑移的
Ｐｏｉｓｅｕｉｌｌｅ流动．本工作选取固壁粒子的保守力系数
ａｗ为流体粒子的保守力系数的３倍，即 ａｗ＝３ａｉｊ＝
７５，固壁粒子数密度和流体粒子数密度相等，ρｗ＝
ρ＝３，随机力幅值σ＝３．０，耗散力幅值γ＝４．５，可以
得到有滑移的 Ｐｏｓｉｅｕｉｌｌｅ流动，速度剖面如图 ３所
示，流动在边界上有较大的滑移速度．通过对流体粒
子数密度的分析（见图４），流体粒子在壁面附近的
数密度为零．这意味着增大固壁排斥力致使流体粒
子不能充分靠近固壁，在流体和固壁之间存在一段

间隙，相当于减小了管道宽度，且人为地增加了管道

中流体的密度，使得计算参数和预设参数不一致．

图３　ａｗ＝３ａｉｊ，ρｗ＝ρ得到的速度剖面

Ｆｉｇ．３　Ｖｅｌｏｃｉｔｙｐｒｏｆｉｌｅｏｆａｗ＝３ａｉｊ，ρｗ＝ρ

图４　ａｗ＝３ａｉｊ，ρｗ＝ρ对应的流体密度剖面

Ｆｉｇ．４　Ｄｅｎｓｉｔｙｐｒｏｆｉｌｅｏｆａｗ＝３ａｉｊ，ρｗ＝ρ

　　通过增加固壁粒子的数密度 ρｗ，也可以达到同
样的效果．选取固壁粒子数密度为流体粒子数密度
的３倍，即ρｗ＝３ρ＝９，固壁粒子的保守力系数ａｗ与
流体粒子的保守力系数相等，ａｗ＝ａｉｊ，随机力幅值
σ＝３．０，耗散力幅值γ＝４．５，得到的速度剖面如图５
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所示，流体粒子的数密度在 ｙ方向的分布如图６所
示．可以看出，尽管流动在固体边界上出现了明显的
滑移，但与增加固壁排斥力类似，流体和固壁之间存

在一段间隙，使流体粒子无法充分靠近固壁．

图５　ａｗ＝ａｉｊ，ρｗ＝３ρ对应的速度剖面

Ｆｉｇ．５　Ｖｅｌｏｃｉｔｙｐｒｏｆｉｌｅｏｆａｗ＝ａｉｊ，ρｗ＝３ρ

图６　ａｗ＝ａｉｊ，ρｗ＝３ρ对应的流体密度剖面

Ｆｉｇ．６　Ｄｅｎｓｉｔｙｐｒｏｆｉｌｅｏｆａｗ＝ａｉｊ，ρｗ＝３ρ

　　虽然以上两种方法都可以得到滑移边界条件，
但由于它们本质上都是利用固壁产生较大的排斥

力，使流体粒子无法充分靠近固壁而产生滑移．这与
真实的物理过程有一定的差异，从而不易准确控制

流动在固壁上的滑移．本工作建议另一种实现滑移
边界条件的方法，考虑到固壁材料性质不同于流体

性质，即流体粒子固壁粒子之间的耗散力系数 γｆｗ
不同于流体粒子流体粒子之间的耗散力系数γｆｆ，通
过参数γｆｗ来控制边界上产生的滑移．
２．１　γｆｗ和γｆｆ相等的情况

选取γｆｗ＝γｆｆ＝４．５，由方程（７）可以得到相应的
随机力幅值．保守力函数选择为方程（４）的形式，耗
散力权函数和随机力权函数选择如方程（８）．计算
得到的速度剖面如图７所示．这样的速度剖面与充
分发展的 Ｎａｖｉｅｒ线性滑移边界条件下的 Ｐｏｉｓｅｕｉｌｌｅ

流动速度剖面 ｕ＝Ｖｍａｘ １－
２ｙ( )ｄ( )２ ＋Ｖｓｌｉｐ吻合，式中

Ｖｓｌｉｐ＝０．３０２３为流体在固壁表面上的滑移速度．将
ＤＰＤ模拟得到的速度剖面与 Ｐｏｉｓｅｕｉｌｌｅ流的精确解
相对照，可以计算出流体的运动学粘度 ν＝０．３２４６，
与方程（１１）中通过 ＤＰＤ模型参数得到的近似值
０．３１９１相比，相对误差仅为１．６％，对应的滑移长度
为β＝０．５６６５．流体粒子数密度在ｙ方向的分布如图
８所示．可以看出，固壁附近流体粒子数密度不为零，
说明流体粒子和固壁之间没有间隙，流体粒子可以充

分靠近固壁，这样流动的尺寸和预设值相等．

图７　γｆｗ＝γｆｆ＝４．５对应的速度剖面

Ｆｉｇ．７　Ｖｅｌｏｃｉｔｙｐｒｏｆｉｌｅｏｆγｆｗ＝γｆｆ＝４．５，ρｗ＝ρ＝３．０

图８　γｆｗ＝γｆｆ＝４．５对应的流体密度剖面

Ｆｉｇ．８　Ｄｅｎｓｉｔｙｐｒｏｆｉｌｅｏｆγｆｗ＝γｆｆ＝４．５，ρｗ＝ρ＝３．０

２．２　改变流体粒子固壁粒子间的耗散力幅值γｆｗ
增加流体粒子固壁粒子间的耗散力幅值 γｆｗ为

γｆｆ的３倍，即γｆｗ＝３γｆｆ＝１３．５，保持其他计算参数不
变，可以得到如图９的速度剖面．可以看出，模拟得
到的速度剖面和无滑移边界条件的 ＮａｖｉｅｒＳｔｏｋｅｓ方
程的解析解吻合．说明通过增加流体粒子固壁粒子
的耗散力幅值γｆｗ能够使得滑移长度β＝０，即得到无
滑移的边界条件．通过 ＤＰＤ模拟得到的速度剖面，
可以计算出流体的粘性 ν＝０．３１９３，与方程（１１）计
算得到的粘性系数０．３１９１的误差仅为Ｏ（１０－４）．

２３６



　第６期 李　振，等：耗散粒子动力学中实现滑移边界条件的数值方法 　　

图９　γｆｗ＝３γｆｆ＝１３．５对应的速度剖面

Ｆｉｇ．９　Ｖｅｌｏｃｉｔｙｐｒｏｆｉｌｅｏｆγｆｗ＝３γｆｆ＝１３．５，ρｗ＝ρ＝３．０

　　同样地，减小流体粒子固壁粒子间的耗散力幅
值γｆｗ＝２，对应的流体粘性 ν＝０．３１９０，滑移长度
β＝１．０８１９．继续减小流体粒子固壁粒子间的耗散
力幅值γｆｗ＝１，对应的滑移长度增大至β＝１．９４０４．

从以上结果可以看出，γｆｗ与壁面的滑移长度 β
有对应的关系，较小的 γｆｗ可以得到较大的滑移长
度．因此在耗散粒子动力学模拟中，通过流体粒子
固壁粒子之间的耗散力幅值γｆｗ的改变，可以很方便
地得到滑移或者非滑移边界条件，并控制滑移长度，

这对研究涉及滑移边界条件的微流动问题提供了便

利．我们将在以后的工作中进一步研究γｆｗ与壁面的
滑移长度β的依赖关系．

３　结 束 语
边界滑移速度通常对宏观流动的影响很小，所

以在研究宏观尺度的流动中，普遍使用的是无滑移

边界条件．但是对微尺度的流动而言，边界滑移可能
对流动有较大的影响．耗散粒子动力学作为一种研
究介观尺度流体动力学的模拟方法，有效地实现固

壁滑移边界条件是应用于微流动问题时需要考虑的

重要问题．本工作提出了一种通过改变流体粒子固
壁粒子间的耗散力幅值，能够很便利地得到滑移边

界条件的方法．通过对无限长平板间的 Ｐｏｉｓｅｕｉｌｌｅ流
动的模拟，得到了和满足 Ｎａｖｉｅｒ滑移边界条件的
Ｐｏｉｓｅｕｉｌｌｅ流的解析解相吻合的速度剖面，证实了这
种实现滑移边界条件的方法的可行性．
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［１０］　ＥＳＰＡＮＯＬ Ｐ，ＷＡＲＲＥＮ Ｐ．Ｓｔａｔｉｓｔｉｃａｌｍｅｃｈａｎｉｃｓｏｆ
ｄｉｓｓｉｐａｔｉｖｅｐａｒｔｉｃｌｅｄｙｎａｍｉｃｓ［Ｊ］．ＥｕｒｏｐｈｙｓＬｅｔｔ，１９９５，
３０（４）：１９１１９６．

［１１］　ＲＥＶＥＮＧＡＭ，ＺＵＮＩＧＡＩ，ＥＳＰＡＮＯＬＰ．Ｂｏｕｎｄａｒｙｍｏｄｅｌ
ｉｎＤＰＤ［Ｊ］．ＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＪｏｕｒｎａｌｏｆＭｏｄｅｒｎＰｈｙｓｉｃｓＣ，
１９９８，９（８）：１３１９１３２８．

［１２］　ＷＩＬＬＥＭＳＥＮＳＭ，ＨＯＥＦＳＬＯＯＴＨＣＪ，ＩＥＤＥＭＡＰＤ．
Ｎｏｓｌｉｐ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｉｎ ｄｉｓｓｉｐａｔｉｖｅ ｐａｒｔｉｃｌｅ
ｄｙｎａｍｉｃｓ［Ｊ］．ＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＪｏｕｒｎａｌｏｆＭｏｄｅｒｎＰｈｙｓｉｃｓ
Ｃ，２０００，１１（５）：８８１８９０．

［１３］　ＤＵＣＤＨ，ＮＨＡＮＰＴ，ＦＡＮＸＪ．Ａｎｉｍｐｌｅｍｅｎｔａｔｉｏｎｏｆ
ｎｏｓｌｉｐｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓｉｎＤＰＤ［Ｊ］．Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌ
Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ，２００４，３５（１）：２４２９．

［１４］　ＰＩＶＫＩＮＩＶ，ＧＥＯＲＧＥＥＫ．Ａｎｅｗｍｅｔｈｏｄｔｏｉｍｐｏｓｅｎｏ
ｓｌｉｐｂｏｕｎｄａｒｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓｉｎｄｉｓｓｉｐａｔｉｖｅｐａｒｔｉｃｌｅｄｙｎａｍｉｃｓ
［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌＰｈｙｓｉｃｓ，２００５，２０７：１１４
１２８．
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